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Cebir Notları 
Mustafa YAĞCI, yagcimustafa@yahoo.com 

  Fonksiyon Türevleri 
 
Giriş. İleri matematiğe girişin ilk adımlarının atıl-
dığı şu anlarda, türev konusunun çok önem arz 
etmekte olduğunu hatırlatarak, azami özen gös-
termenizi rica edeceğim. Ben de sizlere yardımcı 
olmak, yani anlaşılabilir olmak adına yazımıza bir 
örnekle başlayayım: 
 
Elimizde satmak için aldığımız bir mal var. Geli-
rimizi bu malı satarak sağlıyoruz. Gün geliyor ge-
lirler yetmiyor, tavsiyeler üzerine, daha çok sata-
bilmek için gazetelere, televizyonlara ilanlar veri-
yoruz, bakıyoruz ki gerçekten reklam etkili bir 
şeymiş, satışlar gitgide artıyor. Seviniyoruz, kaz 
gelecek yerden tavuk esirgenmez misali, reklam 
giderlerimizi daha çok artırıyoruz, satış gelirleri-
mizdeki artış reklam giderlerimizdeki artıştan kat 
be kat fazla… Nazar değmesin! 
 
Biz, şimdi bu olaya matematiksel anlam kazandı-
racağız. Reklam giderlerine x, satış gelirlerine y 
dediğimizi farzedelim. Hikayeye göre y değeri 
x’ten çok daha hızlı büyüdü için y ile x arasında 
birinci dereceden değil, en azından ikinci derece-
den bir ilişki olduğunu sezip, y = x2 + 2x + 3 olsun 
diyelim. Hiç reklama para harcamasak da satıştan 
az da olsa bir gelir elde ettiğimiz için, y’yi daima 
pozitif bir fonksiyona eşitlediğimize dikkat edin.  
 
Sözgelimi, x = 3 için y = f(3) = 32 + 2⋅3 + 3 = 18 
oluyor. Hemen yorumlayalım: Reklam giderlerine 
3 lira harcarsak, satış gelirleri 18 lira oluyor de-
mek, ama bu her zaman 6 katı olur demek değil! O 
halde şunu merak ediyoruz: y, x’in değil ama 
y’deki artış x’deki artışın acaba bir katı mı? Değil-
se bile, belli x’lere çok yakın değerler de bir katı 
mı? Buna cevabımız evet! 
 
Artışı ∆x = 0,1 alsak,  

x + ∆x = 3 + 0,1 = 3,1 
ve  
      y + ∆y = f(x + ∆x)  
                 = f(3,1) = 9,61 + 6,2 + 3 = 18,81  

 
olur ki ∆x = 0,1 iken ∆y = 0,81 çıktı. x = 3’te ∆y, 
∆x’in 8,1 katı çıktı. Peki, x’deki artış daha az ol-
saydı n’olurdu? Yani ∆x→0 için ∆y/∆x’in kaça 
yaklaştığını merak ediyoruz. 
 
Yazım kolaylığı açısından ∆x = h diyelim.  

x + ∆x = x + h 
ve  
y + ∆y = f(x + ∆x)  

 = f(x + h)  
 = (3 + h)2 + 2.(3 + h) + 3  
 = 9 + 6h + h2 + 6 + 2h + 3  
 = h2 + 8h + 18,  

           ∆y = f(x + h) – f(x)  
 = h2 + 8h + 18 – 18  
 = h2 + 8h  

olduğundan 8
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Anlayacağınız ∆x→0 yani h→0 için  
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çıkar. O halde x = 3 iken x’e sıfıra çok yakın bir 
artış yaparsak, y’deki artış x’deki artışın 8 katı 
olacak. İşte bu 8 sayısına y = f(x) kuralıyla belir-
lenmiş f fonksiyonunun x = 3’teki türevi diyecek 
ve bunu f ′(3) = 8 yazarak göstereceğiz. 
 
  
Türevin matematiksel tanımı. y = f(x) kuralı ile 
tanımlı bir fonksiyonun x = a’daki türevi 

f ′(a) = 
ax

afxf
ax −

−
→

)()(
lim  

olduğundan, x – a = h aldığımızda, x→a için h→0 
diye 

f ′(a) = 
h

afhaf
h

)()(
lim 0

−+
→  

olarak tanımlanır.  
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y = f(x) ile belirli fonksiyonun türevi f ′(x) ile gös-

terildiği gibi 
dx

dy
, y′x, ))(( xf

dx

d
 ile de gösterilebi-

lir. Özel bir x0 noktasındaki türevi de 0'( )f x , 

0( )
dy

x
dx

, 0( )
df

x
dx

 veya 0' ( )xy x  ile gösterilir. 

 

Örnek. f: 
� � � �

y = f(x) = x2 + 2x + 3 fonksiyo-
nunun hem x = 3’teki hem de herhangi bir x reel 
sayı değerindeki türevini bulalım. 
Çözüm: Önce x = 3’teki türevini bulacağız. 

f ′(a) = 
ax

afxf
ax −

−
→

)()(
lim  tanımında a yerine 3 

yazacağız, olacak bitecek.  

f ′(3) = 
3

)3()(
lim 3 −

−
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olup, 0/0 belirsizliğini gidermek için, kesirli ifa-
deyi çarpanlarına ayırıp sadeleştirelim: 

f ′(3) = 3

( 5) ( 3)
lim

3x

x x

x
→

+ ⋅ −
−

= 8 çıkar. 

 
Şimdi de herhangi bir x reel değerine göre fonksi-
yonunun türevini bulalım. 

f ′(a) = 
h

afhaf
h

)()(
lim 0

−+
→  

tanımında a yerine x yazacağız: 

f ′(x) = 
h

xfhxf
h

)()(
lim 0

−+
→  

= 
h

xxhxhx
h

)32(3)(2)(
lim

22

0

++−++++
→  

= )22(lim 0 ++→ hxh  

= 2x + 2. 
 
f fonksiyonunun türevinin kuralı ortaya çıktığın-
dan ilk soruyu da artık bu kuralı kullanarak bula-
biliriz. Bakın:  
f ′(x) = 2x + 2 olduğundan f ′(3) = 2⋅6 + 2 = 8. 
 

Örnek. f: 
� � � �

y = f(x) = 3x2 + 2 fonksiyonunun 
varsa x = 1 noktasındaki türevini bulalım. 
Çözüm: Bize f ′(1) soruluyor.  

f ′(a) = 
ax

afxf
ax −

−
→

)()(
lim  tanımında a yerine 1 

yazacağız, olacak bitecek.  

f ′(1) = 1
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olup, 0/0 belirsizliğini gidermek için, kesirli ifa-
deyi çarpanlarına ayırıp sadeleştirelim: 

f ′(1) = 1

3 ( 1) ( 1)
lim

1x

x x

x
→

⋅ + ⋅ −
−

 = 6 çıkar. 

 

Örnek. f: 
� � � �

y = f(x) = |x| fonksiyonunun x = 
0 için türevini bulalım. 

Çözüm: Yine f ′(a) = 
ax

afxf
ax −

−
→

)()(
lim  tanı-

mında a yerine 0 yazacağız.  

f ′(0) = 
0

)0()(
lim 0 −

−
→

x

fxf
x  

  = 
x

x
x

0
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−
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x

x
x 0lim →  

olup, 
x

x
x +→0

lim  = 1 ve 
x

x
x −→0

lim = –1, yani sol-

dan limit sağdan limite eşit olmadığından limiti 
yoktur, o halde fonksiyonun x = 0 için türevi de 
yoktur.  
 
Burada şu hususu belirtmekte fayda var: Bir fonk-
siyonun bir noktada türevi varsa, o fonksiyon mut-
laka o noktada süreklidir ancak yukardaki örnekte 
görüldüğü gibi o noktada sürekli olduğu halde o 
noktada türevi olmayabilir. Bu söylediğimizi ka-
nıtlayalım: 
 

Teorem. f : [a, b] 
�
 

�
 bir fonksiyon ve x0 ∈ (a, b) 

olsun. Eğer f fonksiyonu x = x0 noktasında türev-
liyse bu noktada süreklidir. 
Kanıt: f fonksiyonu türevli dendiğine göre f ′(x0) 
diye bir sayının varlığından bahsedebiliriz. Bu sa-
yıya m diyelim. 

f ′(x0) = 
0

0

0

( ) ( )
lim
x x

f x f x
m

x x→
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olduğundan  
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olur.  

0
0lim( ) 0

x x
x x
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olduğundan  

[ ]
0

0lim ( ) ( ) 0
x x

f x f x
→

− =  

olur. Bu da  

0 0
0 0lim ( ) lim ( ) ( )

x x x x
f x f x f x

→ →
= =  

demektir ki f(x)’in x = x0 noktasındaki limit değeri 
f(x0)’a eşit olduğundan f fonksiyonu bu noktada 
süreklidir. 

Türevlenebilirlik. Bir y = f(x) kuralıyla belirlen-
miş bir fonksiyonu x = a noktasında türevli ise sü-
reklidir, sürekli ise de limiti vardır ama bu öner-
melerin karşıtı doğru değildir. Yani, limit varsa 
süreklidir diyemeyiz, olabilir de olmayabilir de, 
sürekliyse de türevinin olduğunu garanti edeme-
yiz, olabilir de olmayabilir de. 

Türevi varsa süreklidir önermesinin karşıt-tersi de 
doğrudur: Süreksizse türev yoktur. Anlayacağınız, 
örneğin, tamdeğer fonksiyonları da tamsayı değer-
lerinde süreksiz olduğundan bu fonksiyonların bu 
noktalarda türevsiz olduğunu söyleyebiliriz. Ama 
sağlamayan örneklerimizin olduğunu da unutma-
yın. Yetmediyse başka örnek verelim: İşaret fonk-
siyonu da (sgn fonksiyonu) x = 0’da süreksiz, o 
halde o da x = 0 noktasında türevsizdir. 
 
Türevlenebilirlik, tek değişkenli reel değerli bir 
fonksiyon için kabaca o fonksiyonun sürekli ve 
grafiğinin "kırılmasız" olmasına karşılık gelen bir 
özelliktir. Böyle bir f fonksiyonu ve bir a reel sa-
yısı için, eğer  

h

afhaf
h

)()(
lim 0

−+
→  

limiti varsa, o zaman f fonksiyonu a noktasında 
türevlenebilirdir denir. Eğer f her reel a değerin-
de türevlenebilirse, o zaman f fonksiyonu için sa-
dece "türevlenebilir" ifadesi kullanılır. 
 

x

y

O
 

Türevlenebilir bir fonksiyonun grafiği. 

x

y

O

 
0'da türevli olmayan bir fonksiyonun grafiği. 

 
Kırılma noktalarında türevsizliğin sebebine şöyle 
bir yorum getirsek sanırım daha anlaşılır olacağız: 
Kırılma noktasından, o noktanın solunda kalan  
grafiğe çizilen teğet ve o noktanın sağında kalan 
grafiğe çizilen teğet olmak üzere iki farklı teğet 
vardır. Bu yüzden türevsizdir diyoruz. Aşağıda 
buna dair bir çizim var. 

O x

y

1 4

f

 
f(x) = |x2 – 5x + 4| fonksiyonun grafiği yukarda çi-
zilmiştir. Bu fonksiyonun grafiği (1, 0) ve (4, 0) 
noktalarında kırılma yaptığından bu noktalarda sü-
rekli olduğu halde türevi yoktur. Diğer yerlerde 
türevlidir ama. Çünkü hem sürekli hem de kırıl-
masız. 

Türevlenebilir Olmayan Fonksiyonlar 

 
• Mutlak değer fonksiyonu 0 noktasında türevli 
değildir. Nedeni, 0'da türevi tanımlayan 

h

h
h

00
lim 0

−+
→  

limitinin bulunamamasıdır. Diğer her noktada tü-
revlidir. 
 

• 3 x  fonksiyonu da 0'da türevli olmayıp başka 
her yerde türevli olan bir fonksiyondur. Bu fonk-
siyonun 0'da türevlenebilir olmayışının nedeni  

            

h

h
h

33

0

00
lim

−+
→     

limitinin ∞, yani sonsuz olmasıdır. Dolayısıyla 
mutlak değer fonksiyonunun grafiği 0 noktasında 

kırıkken, 3 x  fonksiyonunun grafiği 0'da da kırıl-
masızdır. 
 
Türevin anlamı. Biraz önce y = f(x) = x2 + 2x + 3 
fonksiyonunun türevinin f ′(x) = 2x + 2 olduğunu 
bulmuştuk. Hatta f ′(3) = 8 olduğunu da. Bunu 
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şöyle yorumlamıştık: ‘’x = 3 iken x’e sıfıra çok 
yakın bir değişim uygularsak, y’deki değişim, 
x’deki değişimin 8’e çok yakın bir katı olur.’’ 
Ama bu her zaman 8 katı olur demek değildi, x = 
3 iken böyle olur demekti. x = 5 iken de x’e sıfıra 
çok yakın bir değişim uygularsak, y’deki değişim, 
x’deki değişimin 2⋅5 + 2 = 12’ye çok yakın bir ka-
tı olur.  
 
Genel olarak, y’deki değişikliğin x’deki değişikli-

ğin kaç katı olduğunu 
dx

dy
 söyler. Öyle olmasa da 

ifadedeki d harfini ‘’değişim’’ olarak algılarsanız 
iyi olur. Bu ifade, matematikte ‘’y’nin x’e göre tü-
revi’’ demektir. Benzer şekilde x’deki değişikli-

ğin, y’deki değişikliğin kaç katı olduğuna da 
dy

dx
, 

yani ‘’x’in y’ye göre türevi’’ cevap verir. Örneğin, 
buğdayın fiyatının (B), ekmeğin fiyatına (E) göre 

nasıl değiştiğini 
dE

dB
, ekmeğin fiyatının buğdayın 

fiyatına göre nasıl değiştiğini de 
dB

dE
 verir.  

 
Bu değerler pozitif olduğunda paydadakinin fiyatı 
arttığında paydakinin de fiyatının arttığını anlarız, 
negatif olduğunda paydadakinin fiyatı arttığında 
paydakinin fiyatının azaldığını anlarız. Peki ya sı-
fır olursa? O zaman paydakinin fiyatı sabit demek 
olur. 
 
Eğer değişkenin biri yol (x), diğeri de zaman (t) 

ise, yolun zamana göre nasıl değiştiğini 
dt

dx
 ile, 

yani yolun zamana göre türevine bakarak anlarız. 
Fizikte bu ifadeye ‘anlık hız’ diye özel bir isim 
takılır ve v ile gösterilir. Hızın zamana göre türe-

vini de 
dt

dv
 verir ki, fizikte buna da ‘anlık ivme’ 

denir ve a ile gösterilir. 
 
Türevin geometrik anlamı. Tanım olarak y = 

f(x)’nin x’e göre türevi, 
x

y
x ∆

∆
→0lim  idi. Şimdi bu f 

fonksiyonunun grafiğini çizelim. Üzerinde hangi 
noktayı alırsak alalım, o noktada fonksiyonun tü-
revini bulabilelim diye sürekli bir şey çizelim 
ama.  

A

B

x x+∆x

f(x)

f(x+∆x)

∆x

∆y

O
θ

θ

C

T

y=f(x)

x

y

 
 

Bu fonksiyon üstünde yukardaki gibi A(x, f(x)) ve 
B(x + ∆x, f(x + ∆x)) noktalarını işaretleyim. Bir 
eğri üzerinde alınan değişik iki noktayı birleştiren 
doğru parçasına, o eğriye ait bir kiriş dendiğini 
hatırlayarak, AB kirişinin eğiminin  

mAB = tan (BTO) = tan (BAC) = tan θ
o = 

x

y

∆
∆

 

olduğunu görünüz. Şekilden ∆x→0 için B’nin eğri 
üzerinde devamlı A’ya yaklaştığını ve sonunda 
böyle bir durumda AB kirişinin, fonksiyona A nok-
tasında teğet olan bir doğruya dönüşeceğini fark 
ediniz.  
 
İşte bu yüzden, ‘’Bir fonksiyonun herhangi bir 
noktasındaki türevi, fonksiyona o noktada teğet 
olan doğrunun eğimidir’’ demekte bir mahzur 
yoktur. 
 
O halde f ′(3) = 8 eşitliği, bu anlamda, ‘’f ’nin üs-
tünde apsisi 3 olan noktadan f ’ye çizilen teğetin 
eğimi 8’dir’’ demek olur. 
 

Yukardaki bilgi sayesin-
de bir eğrinin üzerindeki 
bir noktadan eğriye çizi-
len teğetin ve normalin1 
denklemi kolaylıkla bu-
lunabilir.  
 

A(x1, y1) noktasından geçen ve eğimi m olan bir 
doğrunun denkleminin y – y1 = m.(x – x1) olduğu-
nu biliyoruz. Teğetin eğimi mT = f ′(x1) olduğun-

dan, normalin eğimi de mN = 
)('

11

1xfmT

−
=

−
 oldu-

ğundan teğetin denklemi 
y – y1 = mT⋅(x – x1) 

ve normalin denklemi 
y – y1 = mN⋅(x – x1) 

şeklindedir. 
 
                                                 
1 A’daki teğete A noktasında dik olan doğruya, eğrinin 
A’daki normali denir. 

O

y=f(x)

x

y
teğet

normal

A

x1

y1



Mustafa Yağcı                                                                                                                                                              Türev Alma  

 5 

Örnek. Denklemi y = f(x) = x2 + 2x + 3 olan eğri-
nin üzerindeki (3, p) noktasından eğriye çizilen te-
ğetin ve normalin denklemlerini bulunuz. 
Çözüm: (3, p) eğrinin üzerinde olduğundan eğri-
nin denklemini sağlaması gerekir, o halde 32 + 2.3 
+ 3 = p = 18’tir. Teğetin eğimi mT = f ′(3) = 8 ol-
duğundan teğet denklemi y – 18 = 8⋅(x – 3) yani y 
= 8x – 6’dır, ayrıca normalin eğimi mN = 

)('

11

1xfm T

= = 
8

1−
 olduğundan normalin denk-

lemi de y – 18 = 
8

1−
⋅(x – 3) yani x + 8y = 147’dir. 

 
Görüldüğü gibi türevin, bir değişkenin bir diğer 
değişkene göre nasıl değiştiğini ve bir eğrinin üze-
rindeki bir noktadan çizilen teğetin eğimini bul-
mak gibi temel iki görevi vardır. Türev, bu ba-
kımdan işletme, mühendislik, … gibi dallarda çok 
sık olarak kullanılır. Ancak türevin tanımından gi-
derek bulunuşu biraz zaman almaktadır. Bundan 
dolayı türevle ilgili çalışma şeklimizi şimdi biraz 
değiştireceğiz. Şu ana kadar bir fonksiyonunun tü-
revinin nasıl bulunduğunu gördük, şimdi bu gör-
düklerimi süreyi kısaltmak adına kurallaştıracağız. 
Başlarken sadece polinom denklemler ve üslü-
köklü fonksiyonlar üzerinde duracak, sinüs, kosi-
nüs, logaritma, … gibi cebirsel olmayan fonksi-
yonlar üzerinde durmayacağız. Daha sonraları ce-
birsel olmayan fonksiyonlarında türev alma kural-
larını verecek, böylelikle her türlü fonksiyonun tü-
revini alabilir olacağız. En sonda ise gösterdikle-
rimizin türlü türlü uygulamalarına bakacağız, öyle 
ya, nerde kullanacağını bilmediğin bilginin ne 
önemi var! İşte oralarda türevin önemini daha iyi 
idrak edeceksiniz. 
 
Türev Alma Kuralları. Önce üslü ve köklü fonk-
siyonların türevlerini almayı öğreneceğiz. Yazının 
bundan sonraki bölümünde y = f(x) fonksiyonunun 
türevi denilince, aksi belirtilmediği sürece y’nin 
x’e göre türevi anlatılmak istenmektedir. Hatta bu 

bazen kısaca y′, 
dx

dy
 veya f ′(x) yazılarak gösterile-

cektir. 
 
y = f(x) = a⋅⋅⋅⋅xn fonksiyonunun türevi. a ve n birer 
reel sayı olmak üzere, 

y = a⋅xn ise y′ = n⋅a⋅xn–1 

Kanıt: Türev tanımından rahatlıkla kanıtlanır: 

0

( ) ( )
limh

f x h f x

h
→

+ −
  

= 0

( )
lim

n n

h

a x h ax

h
→

+ −
  

= 0

( )
lim

n n

h

x h x
a

h
→

 + −
⋅ 

 
 

= 
1 0 2 0 1

0

( )(( ) ( ) ... ( )
lim

n n n

h

x h x x h x x h x x h x
a

h

− − −

→

+ − + + + + + +
⋅  

= ( )1 1 1

0

( ) ( ) ... ( )
lim

n n n

h

h x h x h x h
a

h

− − −

→

+ + + + + +
⋅  

= ( )1 1 1
0lim ( ) ( ) ... ( )n n n

ha x h x h x h− − −
→⋅ + + + + + +  

= ( )10lim ( )nha n x h −
→⋅ ⋅ +  

= 1na n x −⋅ ⋅  
 
Aşağıda buna dair örnekler bulacaksınız: 
1. y = x2 ise y′ = 2x, 
2. y = x3 ise y′ = 3x2, 
3. y = x–1 ise y′ = –1⋅x–2, 
4. y = x  ise y = x1/2 olduğundan  

y′ = 
1

1
2

1

2
x

−
⋅ = 

x2

1
, 

5. y = 
3 2

4

x
 ise y = 4⋅x–2/3 olduğundan  

y′ = 4⋅
2

1
3

2

3
x
−

−−
⋅ =

5

3

3 5

8 8

3 3
x

x

−− −
⋅ =

⋅
, 

6. y = xx  ise y = x3/4 olduğundan  

y′ = 
3 1

1
4 4

4

3 3 3

4 4 4
x x

x

−
−

⋅ = ⋅ =
⋅

, 

7. y = 5 ise y = 5⋅x0 olduğundan y′ = 0, 
8. y = x ise y′ = 1, 
9. y = 4x ise y′ = 4. 
 
Uyarı. Çok sık kullanıldıkları için aşağıdakileri 
hemen hafızanızı kaydedin.  

y = x  ise y′ = 
x2

1
, 

y = 
x

1
 ise y′ = 

2

1

x

−
, 

y = a ise y′ = 0, (a � �
) 

y = ax ise y′ = a. (a � �
) 

 
Sabitin türevinin sıfır olduğuna dikkat ettiniz değil 
mi?  
Benzer şekilde  

(sin 17o)′ = 0,  
(e3)′ = 0,  

(ln 3)′ = 0,  
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π′ = 0, 
(log3 7)′ = 0, 

                                3 7 ′ = 0, … 
Aşağıdaki tabloyu doldurunuz. 
 

y = f(x) y′′′′ = f ′′′′(x) 

x
7  

3⋅x7  

(3x)7  

5x   

3 4x   

x

3
  

5

2

x
−   

3 xx   

o15tan7 +   

 
Toplam veya farkların türevi. Bir toplamın (ve-
ya farkın) türevi, toplamı (farkı) oluşturan fonksi-
yonların toplamına (farkına) eşittir.  
Yani, 
y = f(x) + g(x) – t(x) ise y′ = f ′(x) + g′(x) – t′(x). 
Kanıt: Yine türev tanımından gideceğiz. 
(f + g – t)′(x) = 

= 
0

( )( ) ( )( )
lim
h

f g t x h f g t x

h→

+ − + − + −
 

= 
0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
lim
h

f x h g x h t x h f x g x t x

h→

+ + + − + − − +  

= 
0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
lim
h

f x h f x g x h g x t x h t x

h h h→

+ − + − + − + − 
 

  

= f ′(x) + g′(x) – t′(x) 
 
Aşağıda buna ait örnekler bulacaksınız: 
 

1. y = 3x2 – 4x3 + 2 ise y′ = 6x – 12x2, 

2. y = 2x2 + 
3

x
 + x  ise y′ = 4x + 

3

1
 + 

x2

1
, 

3. y = x2 + 2x + 3 – ln 4 ise y′ = 2x + 2. 
 

Aşağıdaki tabloyu doldurunuz. 

y = f(x) y′′′′ = f ′′′′(x) 

x
7 + x3  

3⋅x7 – 2x + 5  

2

32

xx
−   

πx – 5x + sin 13o  

 
Örnek. f(x) = x2 – 5x + 4 ile tanımlı f fonksiyonu-
nun x + y – 3 = 0 doğrusuna paralel olan teğetinin 
değme noktasını bulunuz. 
Çözüm: Paralelliğin sonucu olarak, x + y – 3 = 0 
doğrusunun eğimi –1 olduğundan teğetin eğimi de 
–1 olur. Teğetin değme noktası (a, f(a)) ise eğimi f 
′(a) olur. f ′(x) = 2x – 5 olduğundan f ′(a) = 2a – 5 
= –1, dolayısıyla a = 2 bulunur. O halde f(a) = f(2) 
= 22 – 5⋅2 + 4 = –2 olduğundan değme noktası (2, 
–2)’dir. 
 

Örnek. Denklemi y = f(x) = 
x

6
 olan eğrinin, ap-

sisi 3 olan noktasındaki teğetinin eğim açısının öl-
çüsü kaçtır? 

Çözüm: f ′(x) = 
3

3

x

−
 olduğundan f ′(3) = 

3

1−
 

olur. Bu değer teğetin eğimi olduğundan eğim açı-
sının ölçüsü 150o olmalıdır. 
 

Örnek. Hareket denklemi x = tt −3

3

1
 olan bir ha-

reketlinin harekete başladığı andan 3 saniye son-
raki hızını ve ivmesini bulunuz.2 
Çözüm: Her zamanki gibi hızı v, ivmeyi de a ile 

gösterelim. v = 
dt

dx
 = ( tt −3

3

1
)′ = t2 – 1 ve t0 = 3 

olduğundan tam o andaki hız v = 32 – 1 = 8 m/sn 

dir. Diğer yandan a = 
dt

dv
 =( t2 – 1)′ = 2t olduğun-

dan o andaki ivme a = 2⋅3 = 6 m/sn2 olur. 
 
Bir çarpımın türevi. u = f(x), v = g(x) ve w = h(x) 
kuralı ile belirli fonksiyonlar verildiğinde 

                                                 
2 Soruda x uzaklık anlamında olup metre cinsinden, t de za-
man anlamında olup saniye cinsindendir. 
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y = u⋅v ise y′ = u′⋅v + v′⋅u 
olur. Bunu ‘’bir çarpımın türevi, birincinin türevi 
çarpı ikinci, artı, ikincinin türevi çarpı birinci’’ 
diye akılda tutarız. 
Türev alma konusunda çok önem arz eden bu teo-
remi kanıtlayarak başlayalım: 
 
Teorem. [f(x)⋅g(x)]′ = ( ) ( ) ( ) ( )f x g x g x f x′ ′⋅ + ⋅ . 
Kanıt: Yine türev tanımını kullanacağız. 

dx

d
[f(x)⋅g(x)] = 

0

( ) ( ) ( ) ( )
lim
h

f x h g x h f x g x

h→

+ ⋅ + − ⋅  

olduğunu biliyoruz. Şimdi limitini aradığımız ke-
sirli ifadenin payına f(x + h)⋅g(x) ekleyip çıkaraca-
ğız: 

0

( ) ( ) ( ) ( )
lim
h

f x h g x h f x g x

h→

+ ⋅ + − ⋅  

 =  

0

( ) ( ) ( ) ( )
lim ( ) ( )
h

g x h g x f x h f x
f x h g x

h h→

+ − + − = + +  
 

( ) ( ) ( ) ( )f x g x g x f x′ ′= ⋅ + ⋅  

 
Benzer şekilde; 

y = u⋅v⋅w ise y′ = u′⋅v⋅w + u⋅v′⋅w + u⋅v⋅w′ 
olur. Bunu da ‘’üçlü çarpımın türevi, birincinin 
türevi çarpı diğerleri, artı, ikincinin türevi çarpı 

diğerleri, artı, üçüncünün türevi çarpı diğerleri’’ 
şeklinde aklınızda tutabilirsiniz. 
 
İkili çarpımın türevini kullanarak bunu da rahat-
lıkla kanıtlayabilirsiniz. Sizin yerinize ben yapa-
yım: 
 
Üçlü çarpımın kanıtı: y = u⋅v⋅w eşitliğini y = 
(u⋅v)⋅w gibi düşüneceğiz. 

y′ = (u⋅v)′⋅w + w′⋅(u⋅v) 
             = (u′⋅v + v′⋅u)⋅w + w′⋅(u⋅v) 

= u′⋅v⋅w + u⋅v′⋅w + u⋅v⋅w′ 
 
Örnek. y = xn ise y′ = n⋅xn–1 olduğunu kanıtlayınız. 
Çözüm: Kanıtımız biraz önce kanıtladığımız çar-
pımın türevi teoremini ve tümevarımı kullanacak. 
n = 1 için doğru olduğu su götürmez. O halde y = 
x
n ise y′ = n⋅xn–1 önermesini doğru kabul ederek y 
= xn+1 ise y′ = (n + 1)⋅xn olduğunu gösterebilirsek 
işimiz bitmiş olacak. 
y = xn+1 ⇒ y = xn⋅x ⇒ y′ = n⋅xn–1⋅x + 1⋅xn 
                                        = n⋅xn + 1⋅xn 

                                        = (n + 1)⋅xn �  
 

Ama bu kanıt sadece n doğal sayıları için teoremin 
doğruluğunu kanıtladı bize, ya n rasyonelse? 
Korkmayın, o zaman da sağlar3 ama şu an ki bilgi-
lerle onu bu şekilde kanıtlayamayız, kapalı fonk-
siyonların türevi konusunda onu da kanıtladık. 
 
Örnek. y = (x3 + 5x)⋅(x2 – 1) ise y′ nedir? 
Çözüm: İki yol gösterelim. 
Birinci yol. Çarpımın türevinin kuralını ezberle-
miştik: y′ = (3x2 + 5)⋅(x2 – 1) + (2x)⋅(x3 + 5x) top-
lamı düzenlenirse y′ = 5x4 + 12x2 – 5 bulunur. 
İkinci yol. y = x5 + 4x3 – 5x olduğundan y′ = 5x4 + 
12x2 – 5 bulunur. 
 
Örnek. a bir reel sayı olmak üzere, y = a⋅xn için y′ 
değerini çarpımın türevi kuralını kullanarak bulu-

nuz. 
Çözüm: y′ = 0⋅xn + n⋅xn–1⋅a olduğundan y′ = 
n⋅a⋅xn–1 olur. 
 
Örnek. y = x3 ise y′ değerini çarpımın türevi kura-
lını kullanarak bulunuz. 
Çözüm: Bu ifadeyi ikili çarpım gibi de düşünebi-
liriz, üçlü çarpım gibi de. 
Birinci yol. y = x3 = x2⋅x diye y′ = 2x⋅x + 1⋅x2 = 3x2 
olur. 
İkinci yol. y = x3 = x⋅x⋅x diye y′ = 1⋅x⋅x + x⋅1⋅x + 
x⋅x⋅1 = 3x2 olur. 
 
Aşağıdaki tabloyu doldurunuz. 

y = f(x) y′′′′ = f ′′′′(x) 

x
7⋅(x3 + 1)  

(3⋅x7 – 2x + 5)⋅(x – 1)  

2

2 3
(1 )

x x
⋅ −   

(πx + 2)⋅(3 – 5x )  

 
Örnek. x – y – 1 = 0 doğrusu f fonksiyonunun gra-
fiğine (3, b) noktasında teğettir. g(x) = x⋅f 2(x) ile 
tanımlı g fonksiyonunun apsisi 3 olan noktasında-
ki teğetinin eğimi kaçtır? 
Çözüm: (3, b) noktası f fonksiyonunun üzerinde 
olduğundan 3 – b – 1 = 0 yani b = 2’dir. Yani f(3) 

                                                 
3 İnanmayan veya sabredemeyen türev tanımını kullanarak 
kanıtlayabilir. 
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= 2’ymiş. Diğer yandan f fonksiyonunun teğetinin 
eğimi, x – y – 1 = 0 doğrusunun eğimi olacağından 
f ′(3) = 1’dir. g fonksiyonunun 3 apsisli noktasın-
daki teğetinin eğimi de g′(3) olduğundan g′(x) ku-
ralını bulup, x yerine 3 yazmalıyız. 
 g(x) = x⋅f 2(x) 
g′(x) = 1⋅f 2(x) + 2⋅f(x)⋅f ′(x)⋅x 
g′(3) = 1⋅f 2(3) + 2⋅f(3)⋅f ′(3)⋅3 

= 22 + 2⋅2⋅1⋅3 = 16 
 
Bir bölümün türevi. u = f(x) ve v = g(x) ile belirli 
fonksiyonlar verildiğinde, 

y = 
v

u
 ise y′ = 

2

u v v u

v

′ ′⋅ − ⋅
 

olur. Bunu, ‘’bir bölümün türevi, birincinin türevi 
çarpı ikinci, eksi, ikincinin türevi çarpı birinci, bö-

lü, ikincinin karesi’’ diye akılda tutarız.4 
 
Bölüm türevi de çarpım türevi kadar önemlidir. 
Çarpıma yaptığımız kanıtın aynısını uygulayarak 
bu eşitliği kanıtlamanızda fayda var diyeceğim 
ama size güven olmaz, yine ben yapayım: 
 
Kanıt: Yine türev tanımını kullanacağız. 

( )

( )

d f x

dx g x

 
 
 

 = 
0

( ) ( )

( ) ( )
lim
h

f x h f x

g x h g x

h→

+
−

+  

                   = 
0

( ) ( ) ( ) ( )
lim

( ) ( )h

f x h g x f x g x h

h g x g x h→

+ ⋅ − ⋅ +
⋅ ⋅ +

 

olduğunu biliyoruz. Şimdi limitini aradığımız ke-
sirli ifadenin payına f(x)⋅g(x) ekleyip çıkaracağız: 

0

( ) ( ) ( ) ( )
lim

( ) ( )h

f x h g x f x g x h

h g x g x h→

+ ⋅ − ⋅ +
=

⋅ ⋅ +
 

0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
lim

( ) ( )h

f x h g x f x g x f x g x h f x g x

h g x g x h→

+ ⋅ − ⋅ − ⋅ + + ⋅
⋅ ⋅ +

 = 

[ ] [ ]
0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
lim

( ) ( ) ( ) ( )h

f x h f x g x g x h g x f x

h g x g x h h g x g x h→

 + − ⋅ + − ⋅
− ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + 

0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
lim

( ) ( ) ( ) ( )h

f x h f x g x g x h g x f x

h g x g x h h g x g x h→

 + − + −
⋅ − ⋅ ⋅ + ⋅ + 

 

= 
2

'( ) ( ) '( ) ( )

( )

f x g x g x f x

g x

⋅ − ⋅
 

 

Örnek. y = 
1

53

+

+

x

xx
 ise y′ değerini bulunuz. 

                                                 
4 Birinci ‘’pay’’, ikinci ‘’payda’’ manasında kullanılmıştır. 

Çözüm: Hemen bölüm türevi kuralını uygulaya-

lım: y′ = 

2 3

2

1
(3 5) ( 1) ( ) ( 5 )

2

( 1)

x x x x
x

x

−
+ ⋅ + − ⋅ +

+
. 

 
Aşağıdaki tabloyu doldurunuz. 
 

y = f(x) y′′′′ = f ′′′′(x) 

13

4

+x

x
  

1

2

+x
x

  

1

3

−
+

x

xx
  

2

12

−

−

x

x
  

 
Bölüm türevinde pratik bir yol. Göstereceğimiz 
bu yol ikinci dereceden polinom denklemlerin bö-
lümlerinin türevleriyle ilgilidir. Diğer dereceden 
ifadelere de uygulanabilir, onu size alıştırma ola-
rak bırakalım. 

y = 
fexdx

cbxax

++

++
2

2

 ise y′ değerini bir hesaplayalım 

bakalım: 

y′=
22

22

)(

))(2())(2(

fexdx

cbxaxedxfexdxbax

++

+++−+++
 

çıkar. Ben sizin yerinize düzenledim: 

y′ = 
22

2

)(

)()(2)(

fexdx

ecbfxdcafxbdae

++

−+−+−
 

çıktı. Matris ve determinant konusunu bilir misiniz 
bilmem. Bilenler ae – bd, af – dc ve bf – ec değer-
lerinin nelerin determinantı olduğunu hemen an-

lamışlardır. Bilmeyenlere de 
nm

lk
= kn – ml ta-

nımını vererek5, olayı izah edelim: 

Türevin payında x2’nin katsayısı 
ed

ba
, x’in kat-

sayısı 
fd

ca
.2 , sabit terim ise 

fe

cb
oluyor. Bu 

sayıların nasıl seçeceğini anlatacak değilim, y de-
ğerinden bunu anlayamayacak adam olduğuna 
inanmıyorum. 
 
                                                 
5 İlerde bu ifadeye ikinci mertebeden determinant diyece-
ğiz. 
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Örnek. y = 
1

543
2

2

−+

+−

xx

xx
 ise y′ değerini bulalım. 

Çözüm: y′ = 
22

2

)1(

11

54

11

53
2

11

43

−+

−

−
+

−
+

−

xx

xx

 

olduğundan, hesap yapılırsa y′ = 
22

2

)1(

1167

−+

−−

xx

xx
 

bulunur. 
 
Uyarı. Birinci dereceden polinom denklemlerin 
bölümleriyle ilgili pratik kuralı da dayanamayarak 
veriyorum: 

y = 
dcx

bax

+
+

 ise y′ =
22 )()( dcx

bcad

dcx

dc

ba

+

−
=

+
. 

 

Örnek. y = f(x) =
13

22

+
+
x

bax
 denklemi ile belirli eğ-

rinin (1, 2) noktasındaki teğeti, denklemi x + 4y = 
5 olan doğruya dik olduğuna göre a ile b’yi bulu-
nuz. 

Çözüm: f(1) = 2 olduğundan 
13

2

+
+ ba

= 2 yani a + 

2b = 8’dir. Bu kenarda beklesin. x + 4y = 5 doğru-
sunun eğimi –1/4 olduğundan bu doğruya dik olan 
doğrunun eğimi 4’tür.  
Buradan anlaşılıyor ki, f ′(1) = 4.  

f ′(x) = 
2

2

)13(

623

+

−+

x

baxax
 olduğundan f ′(1) = 

4
)13(

623
2

=
+

−+ baa
 yani 5a – 6b = 64 olur. İlk bul-

duğumuz eşitlikle bunu birlikte çözersek a = 11 ve 
b = –3/2 olarak bulunur. 
 
Aşağıdaki tabloyu doldurunuz. 

y = f(x) y′′′′ = f ′′′′(x) 

1

2

+
+
x

x
  

1

32

+
−

x

x
  

132

2
2

2

−−

++

xx

xx
  

xx

x

2

1
2

2

+−

−
  

 

Parçalı fonksiyonların türevleri. Parçalı fonksi-
yon diye neye dediğimizi biliyorsunuz değil mi? 
Değişik aralıklarda değişik fonksiyonmuş gibi 
davranan fonksiyonlara. Şimdi böyle fonksiyonla-
rın türevlerine örnekler vereceğiz. 
 

Örnek. f:
�
→

�
, f(x) =









≥−

<≤+

<

5,14

52,45

2,

2

2

3

xx

xx

xx

  

olarak tanımlanıyor. Buna göre f ′(–3), f ′(3) ve  
f ′(7), f ′(2) ve f ′(5) değerlerini bulunuz. 
Çözüm: Fonksiyonun içinde bulunduğu aralıkta 
davrandığı kurala göre türevler alacağız. 
 

x (–∞, 2) [2, 5) [5, ∞) 
f(x) x

3 5x2 + 4 4x2 – 1  
f ′′′′(x) 3x2 10x 8x 

Yukardaki tablodan da anlaşılacağı üzere; 
f ′(–3) = 3⋅(–3)2 = 27, 
f ′(3) = 10⋅3 = 30, 
f ′(7) = 8⋅7 = 56, 

x = 2 ve x = 5 için fonksiyonun kuralları belli ama 
bu noktalarda fonksiyon süreksiz olduğundan tü-
revi yoktur. 
Burada şöyle bir soru akla gelebilir: O noktalarda, 
örneğin x = 2’de fonksiyon sürekli olsaydı, hangi-
sinin kuralına göre türev alacaktık? Söyleyeyim: 
Eğer türev kuralları aynı değilse (ki burada 3x2 ve 
10x olarak farklılar), yine türev yoktur diyecektik, 
bitecekti. 
 
Aşağıdaki tabloyu doldurunuz. 

f f ′′′′(1) f ′′′′(4) f ′′′′(2) 

f(x) =




>

≤

2,2

2,2

xx

xx
    

f(x) =




>+

≤

2,8

2,
2

3

xxx

xx
    

 
Türev almada zincir kuralı. y1 = x

2’nin türevinin 
y1′ = 2x olduğunu biliyoruz. Ama y2 = (x

3 – 5)2’nin 
türevi için y2′ = 2⋅(x

3 – 5) diyemeyiz. Çünkü ger-
çekte y2 = x

6 – 10x3 + 25 olduğundan y2′ = 6x
5 – 

30x2 olmalıdır. 
y2 = (x

3 – 5)2’nin türevini alırken ifadeyi açacağı-
mıza değişken değiştirerek de çözebiliriz. Şöyle 

ki: u = x3 – 5 olsun. y = u2 olup, yu′ = 
du

dy
 = 2u = 



Mustafa Yağcı                                                                                                                                                              Türev Alma  

 10 

2⋅(x3 – 5) çıkar. Bu ifadeyi u’nun x’e göre türeviy-
le çarparsak, ki bu ux′ = 3x

2’dir,  

yx′ =
du

dy
.
dx

du
 = 2⋅(x3 – 5)⋅3x2 = 6x5 – 30x2. 

Şimdi burada yaptığımız işlemleri genelleyeceğiz: 
 
u = f(x), y = g(u) = g(f(x)) olduğunda 

=
dx

dy

du

dy
⋅
dx

du
 veya yx′ = yu′⋅ux′ 

 
Bu kurala türev almada zincir kuralı denir. Bunu 
akılda tutmak için eşitliğin sağ tarafındaki 
‘’du’’ların sadeleştiğini düşünürüz. 
 

Örnek. y =
3 2 157

1

−+ xx
 ise y′ nedir? 

Çözüm: y′ derken ‘’y’nin x’e göre türevi’’nin kas-

tedildiğini biliyoruz, yani 
dx

dy
 soruluyor.  

7x2 + 5x – 1 = u olsun. y = u–1/3 olur ki; 

3 4

1

3

dy

du u

−
=

⋅
 olur. Diğer yandan 

dx

du
 = 14x + 5 

olduğundan, 

 =
dx

dy

du

dy
⋅
dx

du
=

3 4

1

3 u

−

⋅
⋅(14x + 5) 

 =
2 43

1

3 (7 5 1)x x

−

⋅ + −
⋅(14x + 5) 

 
Zincir kuralıyla birlikte f(x)’in türevinin kuralı bi-
linince f(nesne)’nin türevini nasıl bulunacağı anla-
şılmış oluyor: 

[f(g(x))]′ = f ′(g(x))⋅g′(x) 
Biz bir de tanımdan faydalanarak kanıtlayalım: 

0

0

( )( ) ( )( )
lim

( ( )) ( ( ))
lim

h

h

f g x h f g x

h

f g x h f g x

h

→

→

+ −

+ −
=

� �

 

Limitini aradığımız bu kesri g(x + h) – g(x) ile 
çarpıp bölelim. 

0

0

( ( )) ( ( ))
lim

( ( )) ( ( )) ( ) ( )
lim

( ) ( )

'( ( )) '( )

h

h

f g x h f g x

h

f g x h f g x g x h g x

g x h g x h

f g x g x

→

→

+ −

 + − + −
= ⋅ + − 
= ⋅

 

 
İlerde bileşke fonksiyonların daha büyük mertebe-
den türevlerinin nasıl alınacağını da anlattık. 

Örnekler. 
y = g5(x) ise y′ = 5⋅g4(x)⋅g′(x) 
y = (2x + 8)6 ise y′ = 6⋅(2x + 8)5⋅2 
y = (3 – x)11 ise y′ = 11⋅(3 – x)10⋅(–1) 

y = )(xg  ise y′ =
)(2

1

xg
⋅g′(x) 

y = xx +2  ise y′ =
xx +22

1
⋅(2x +

x2

1
) 

y = 
)(

1

xg
 ise y′ =

)(

1
2 xg

−
⋅g′(x) 

y = 
xx 10

1
2 +

 ise y′ =
22 )10(

1

xx +

−
⋅(2x + 10) 

 
Zincirleme türev alma kuralı değişken sayısından 
bağımsızdır. Yani y değişkeni u cinsinden, u de-
ğişkeni t cinsinden, t değişkeni m cinsinden, m de-
ğişkeni de x cinsinden verilmişse, y değişkenini x 
cinsinden yazabilir ve türevini alabiliriz. 

=
dx

dy

du

dy
.
dt

du
.
dm

dt
.
dx

dm
 

yazmakta bir mahzur yoktur. 
 

Örnek. y = u , u = t2 + 1, t = x3 + 2x – 3 ise 
dx

dy
 

değeri nedir? 

Çözüm: =
dx

dy

du

dy
.
dt

du
.
dx

dt
 olduğundan  

dy

dx
 = 21

(2 ) (3 2)
2

t x
u
⋅ ⋅ +  

  = 3 2

2

1
(2 4 6) (3 2)

2 1
x x x

t
⋅ + − ⋅ +

+
 

= 3 2

3 2

1
(2 4 6) (3 2)

2 ( 2 3) 1
x x x

x x
⋅ + − ⋅ +

+ − +
 

 
 
Aşağıdaki tabloyu doldurunuz. 

y = f(x) y′′′′ = f ′′′′(x) 

(2x3 + x)4  

34 2xx −   

310

3
2 −+ xx

  

3 xx +   
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Yüksek mertebeden türevler. 
dx

dy
 ifadesinin 

‘’y’nin x’e göre türevi’’ demek olduğunu belirt-

miştik. Bu ifade  )(y
dx

d
 şeklinde de yazılabilir. 

Örneğin, )7( 3 xx
dx

d
+  yazılımından ‘’(x3 + 7x)’in 

x’e göre türevi’’ anlaşılmalıdır. Eğer )7( 3 tt
dt

d
+  

olsaydı, ‘’(t3 + 7t)’nin t’ye göre türevi’’ anlaşılma-

lıydı. Benzer şekilde )7( 3 tt
dx

d
+  yazılımı da ‘’(t3 

+ 7t)’nin x’e göre türevi’’ olduğunu anlatır. 
d dy

dt dx

 
 
 

 ifadesinin ne anlattığını sanırım artık an-

lamış olmalısınız: ‘’y’nin x’e göre türevinin t’ye 

göre türevi’’ demek olur. 
d dy

dx dx

 
 
 

 yazılımı da 

‘’y’nin x’e göre türevinin x’e göre türevi’’ anlamı-
na gelir ki, buna biz ‘’y’nin x’e göre ikinci türevi’’ 

der ve y′′ veya 
2

2

dx

yd
 ile gösteririz. 

Örneğin, y = x3 + 4x2 – 5x + 7 ise y′ = 3x2 + 8x – 5 
ve y′′ = (y′)′ = 6x + 8 olur.  
Hatta y′′′ = (y′′)′ = 6 olduğunu da söyleyebiliriz. 
Daha da ileri giderek y′′′′ = 0 olduğunu da. Anla-
yacağınız üs olarak koyduğumuz türev işareti bize 
ifadenin kaçıncı türevini almamız gerektiğini söy-
ler. Tabi, büyük n sayıları için bir ifadenin n’ninci 
türevini yazarken karışıklık yaşanabileceği için 
bunu y(n) olarak gösteririz. Buna ardışık türevler 
dendiği de olur. 
 
Yüksek mertebeden türev yazılımlarını aşağıdaki 
tabloda gösterdik: 
 
Fonksiyon Türevleri 

y y′, y′′, y′′′, … , y(n) 

y 
dx

dy
, 

2

2

dx

yd
, 

3

3

dx

yd
, … , 

n

n

dx

yd
 

f(x) f ′(x), f ′′(x), f ′′′(x), … , f (n)(x) 
y Dy, D2

y, D3
y, … , Dny 

 
Uyarı. f 2(x) yazılımı f(x)’in karesi demektir. 
f(x)’in ikinci türevi, f (2)(x) yazılarak gösterilir. 
Benzer durum y3 ve y(3) yazılımlarında da var! 
 
Aşağıdaki tabloyu doldurunuz. 

y = f(x) y′′′′ y′′′′′′′′ 

x
3 + 6x   

x
2 – 2x + 10   

x    

x

3
   

 
Gıcıklık parayla değil ya, bazen y’nin x’e göre de-
ğil, x’in y’ye göre hem de ilk değil, ikinci veya 
üçüncü türevini sorarlar. Aklınızda olmasa da not-
larınızda bulunsun: 

dx

dydy

dx 1
= , 

32 2

2 2

d x d y dy

dy dx dx

−
 = − ⋅ 
 

, 

2 53 2 3

3 2 3
3

d x d y d y dy dy

dy dx dx dx dx

−    = − ⋅ ⋅    
    

 

 
Ayrıca, bileşke fonksiyonlar için de ikinci ve 
üçüncü türev kurallarını kaydedelim. İlk türevini 
öğrenmiştik zaten. 
 
u = g(x) olmak üzere; 
[f (u)]′ = u′⋅f ′(u) 
[f (u)]′′ = (u′)2⋅f ′′(u) + u′′⋅f ′(u) 
[f (u)]′′′ = 3⋅u′⋅u′′⋅f ′′(u) + (u′)3⋅f ′′′(u) + u′′′⋅f ′(u) 
 
Bu eşitliklerin hepsini çarpımın türevi kuralından 
kanıtlayabilirsiniz, dolayısıyla bunları da ezberle-
menize gerek yoktur. 
 
Açık ve Kapalı fonksiyonlar. Bir f fonksiyonun-
da x’in görüntüsü y olsun. Fonksiyon kuralı doğ-
rudan doğruya y = f(x) biçiminde verilmişse, bu 
tür fonksiyonlara açık fonksiyon denir.  
Örneğin, y = x + 5, y = sin x + 9, y = |x| gibi fonk-
siyonlar açıktır. Anlayacağınız, y değeri x cinsin-
den verilmiş olacak. 
 
Fonksiyon kuralı, dolaylı olarak yani x ile y ara-
sında f(x, y) = 0 biçiminde veya buna dönüştürüle-
bilen bir bağıntı ile verilmişse, bu tür fonksiyonla-
ra kapalı fonksiyon denir. 
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Örneğin, x3 + y5 = 0, x2 – y7 = 5xy, x3⋅sin(y) = 
cos(y) gibi fonksiyonlar kapalıdır.  
 
Bazı kapalı fonksiyonlar açık halde yazılabilir fa-
kat bazıları yazılamaz. Demek istediğimiz şudur: 
x
2
y
3 – 3xy + 2y2 = 0 şeklindeki bir denklemde ne 

y’yi x cinsinden, ne de x’i y cinsinden yazmak 
mümkündür.  
Şu ana kadar açık fonksiyonların ve kapalı olsa da 
açık hale gelebilenlerin türevlerini almayı öğren-
dik, şimdi de açık halde yazılamayan kapalı fonk-
siyonların türevlerini almayı öğreneceğiz. 
 
Kapalı fonksiyonların türevleri. y = x3 + 3x2 – 7 
gibi açık bir fonksiyonun x’e göre türevi alınırken 
yapılan iş, her iki tarafın da x’e göre türevini al-
maktır, böylelikle y′ = 3x2 + 6x bulunur. Bu fonk-
siyon bize açık değil de x3 + 3x2 – 7 – y = 0 şek-
linde verilseydi de her iki yanın x’e göre türevini 
türevini alsaydık olurdu. Şöyle ki: 3x2 + 6x – 0 – 
y′ = 0 olurdu ki y′ = 3x2 + 6x çıkardı. Yani denk-
lem kapalı da olsa açık da olsa, eşitliğin her iki 
yanının x’e göre türevi alınır ve çıkan denklemden 
y′ çözülür. 
 
Bir de pratik kural. Verilen ifadede tüm verilen-
ler bir tarafa toplandıktan, yani f(x, y) = 0 haline 
getirildikten sonra, önce bu ifadenin y sabit gibi 
düşünülerek x’e göre türevi alınır, sonra x sabit 
düşünülerek y’ye göre türevi alınır. Bu iki ifade 
birbirine bu sırayla bölünerek işareti değiştirilir. 
Kısacası, 

y′ = 
),(

),(

yxf

yxf

y

x

′

′
−  

formülüyle de bulunabilir. 
 
Örnek. 2x3 + y5 = 3x eşitliği ile belirli kapalı 
fonksiyonda y’nin x’e göre türevini bulunuz. 
Çözüm 1: Özellikle açık hale gelebilen bir fonk-
siyon verdik ki işlemlerimizin sağlamasını yapabi-
lelim. Şimdi her iki tarafın x’e göre türevini ala-
lım. Dikkat edin, burada y’ye bir sabit sayı gibi 
davranıp türevine 0 demeyeceğiz, y’ye bir fonksi-
yon gibi davranmalıyız, ki zaten öyle. 

2x3 + y5 = 3x 
6x2 + 5y4⋅y′ = 3 

olduğundan y′ = 
4

2

5

36

y

x +−
 olmalıdır. 

Çözüm 2: 2x3 + y5 = 3x eşitliğini 2x3 + y5 – 3x = 0 
haline getirelim. Önce y’yi sabit bir sayı gibi dü-

şünüp, x’e göre türev alalım: 6x2 – 3. Şimdi de x’i 
sabit bir sayı gibi düşünüp, y’ye göre türev alalım: 
5y4. Bunları bu sırayla birbirine bölüp, ters işaret-

lisini alırsak;  y′ = 
4

2

5

36

y

x +−
  buluruz. 

 
Örnek. x3.y5 + 8y3 = 5x + y2 ise y′ nedir? 
Çözüm 1: Şimdi tamamen kapalı6 olan bu fonksi-
yonda y’nin x’e göre türevini bulacağız. Her iki ta-
rafın x’e göre türevini bir alalım bakalım. 

3x2⋅y5 + 5y4⋅y′⋅x3 + 24y2⋅y′ = 5 + 2y⋅y′ 

eşitliğinden y′ = 
yyyx

yx

2245

53
243

52

−+

+−
 bulunur. 

Çözüm 2: Formülü kullanacağız. 

y′ = 
),(

),(

yxf

yxf

y

x

′

′
−  =

yyyx

yx

2245

53
243

52

−+

+−
. 

 

Örnek. y + 2x3 = 
y

17
 eğrisine üzerindeki (2, 1) 

noktasından çizilen teğetin eğimini bulunuz. 
Çözüm: Teğet eğiminin y’nin x’e göre türevi ol-
duğunu artık adınız gibi biliyorsunuz. Her iki tara-
fın x’e göre türevi alınırsa, 

y2

1
⋅y′ + 6x2 = 

2

17

y

−
⋅y′ 

bulunur ki x = 2 ve y = 1 değerleri yerlerine yazı-

lırsa y′ = 
48

35
−  bulunur. 

 
Örnek. x2 + y2 = 25 denklemi ile belirli eğriye, 
üzerindeki (–3, 4) noktasından çizilen teğet ve 
normal denklemlerini bulunuz. 
Çözüm: Teğetin eğimini bulmak için x’e göre tü-
rev alalım: 2x + 2y⋅y′ = 0 olduğundan y′ = –x/y çı-

kar. Noktamız (–3, 4) olduğundan mT = 
3

4
 olarak 

bulunur. Teğet denklemi ise y – 4 = 
3

4
⋅(x + 3) dü-

zenlenirse 4y – 3x = 25 olarak bulunur. Normal 
denklemini yazmak için de önce normalin eğimini 

bulalım. mN = –
4

3
 olduğundan normal denklemi 

de y – 4 = –
4

3
⋅(x + 3) düzenlenirse y = –4x/3 ola-

rak bulunur. 
 
                                                 
6 Açık halde yazılamayan kapalı fonksiyon manasında… 
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Örnek. (y′)3⋅x5 + y ′′  = 
5

2

y

x
 eşitliğinin her iki 

yanının da türevini alınız. 

Çözüm: 3⋅(y′)2⋅y′′⋅x5 + 5x4⋅(y′)3 + 
y ′′2

1
⋅y′′′ = 

5 4 2

10

2 5x y y y x

y

′⋅ − ⋅ ⋅
 

 
Aşağıdaki tabloyu doldurunuz. 

f(x, y) = 0 yx′′′′ 

x
4 + y3 = 2x  

x
4 + y3 = 2xy  

x
2
y + 2y2 = x + 8  

x + 3 y = 1  

 
Daha önce y = xn fonksiyonunun n doğal sayıları 
için türevinin y′ = n⋅xn–1 olduğunu kanıtlamış ve 
ilerde n rasyonel olduğunda da doğru olduğunu 
iddia etmiştik. Şimdi bunu kanıtlama vakti geldi. 

n’nin 
q

p
 gibi bir rasyonel sayı olduğunu düşünü-

yoruz. 
 

Teorem. y = q

p

x  ise y′ = 
1

p

qp
x

q

−

⋅ . 

Kanıt: y = q

p

x  ise yq = xp olur. Eşitliğin her iki 
yanının x’e göre türevi alınırsa, 
y′⋅q⋅yq–1 = p⋅xp–1 

y′ = 
1

1

p

q

p x

q y

−

−
⋅ = 1 1p qp

x y
q

− −⋅ ⋅  = 1 1( )
p

p qqp
x x

q

− −⋅ ⋅   

  = 
1
p

p p
qp

x
q

− + −

⋅   

  = 
1

p

qp
x

q

−

⋅  

 
Eğrilerin parametrik denklemleri. Bir eğrinin 
üzerindeki her (x, y) noktasının apsisiyle ordinatı 
yani x’iyle y’si arasındaki ilişkiye, eğrinin denk-
lemi dendiğini biliyoruz. Örneğin, y + x = 1, y = 
2x2 – 5, x2 + y2 = 25, … hep birer eğri denklemi-
dir.  
Bazen x ile y arasında doğrudan bir ilişki verilmez, 
bunun yerine bu değerlerin her ikisi de adına pa-
rametre dediğimiz bir üçüncü değişken cinsinden, 

yani dolaylı olarak verilir. İşte böyle bir paramet-
reye bağlı olarak verilen x ve y değerleriyle kuru-
lan denkleme eğrinin parametrik denklemi deriz. 
Şöyle bir şeydir yani: ‘’A insanı B insanından 2 cm 
uzundur’’ deneceğine şöyle denmiş: ‘’A insanı 
C’den 5 cm uzun ama B insanı  C’den 3 cm 
uzun’’. A’nın B’den 2 cm uzun olduğunu bizim 
bulmamız istenir. Bunu da sanırım hepiniz bulabi-
lirsiniz. 
Bir de matematiksel örnek verelim: 
x = 2t + 1 ve y = 3t – 2 eşitliklerinden t’ler çekilir 

ve eşitlenirse 
3

2

2

1 +
=

− yx
 elde edilir ki, paramet-

reden kurtulmuş oluruz.  
Başka bir örnek daha verelim:  
x = 2 + cos θ ve y = 3 – sin θ ise x ile y arasındaki 
bağıntıyı bulmaya çalışalım. cos θ ile sin θ arasın-
da aklımıza gelen ilk ilişki, kareleri toplamının 1 
olduğudur, her iki eşitlikten bu değerleri çeker de 
yerlerine yazarsak, (x – 2)2 + (3 – y)2 = 1 buluruz 
ki yine parametreden kurtulmuş oluruz. 
Tabii ki parametreden kurtulmak her zaman bu 
kadar kolay olamayacağı için, parametrik denk-
lemlerle işlem yapmayı da bilmeliyiz. 
 
Parametrik fonksiyonların türevleri. x = h(t) ve 
y = g(t) şeklinde iki fonksiyon verildiği zaman7 
y’nin x’e göre türevi zincir kuralından yararlanıla-
rak bulunur. Şöyle ki: 
 

dt

dx
dt

dy

dx

dy
=  

 
Formülü akılda tutmak için ‘’dt’’lerin sadeleştiğini 
düşünebilirsiniz. 
 
Örnek. x = t3 – 5t2 + 3 ve y = 5t3 + 4t – 1 olduğu-
na göre t = 1 noktasında eğriye çizilen teğetin 
eğimi kaçtır? 
Çözüm: t = 1 için x = –1 ve y = 8 olduğundan, eğ-
riye üzerindeki (–1, 8) noktasından çizilen teğetin 
eğiminin sorulduğunu anlıyoruz. Tabi, bu işimize 
yaramıyor, sadece neler olup bittiğini anlayın diye 
bulduk. ☺ 

                                                 
7 Burada ‘’t’’ parametredir. 
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dt

dx
dt

dy

dx

dy
= =

tt

t

103

415
2

2

−

+
 olup, t = 1 için 

19

7

dy

dx
= −  

olur. 
 
 

Bir fonksiyonun  tersinin türevi. Bir f :
� � �

,  
y = f(x) fonksiyonunun bire-bir ve örten ise tersi-
nin olduğunu ve 

f(x) = y ↔ f –1(y) = x 
yazılabildiğini biliyoruz. Bir fonksiyon ile tersinin 
türevleri arasındaki ilişkiyi şöyle bulabiliriz: 
f 
–1(y) = x eşitliğinin her iki tarafının x’e göre türe-

vini alırsak; (f –1)′(y)⋅y′ = 1 olur ki, bu da  

(f –1)′(y) = 
)(

11

xfy ′
=

′
 

demek olur.  
 
Toparlarsak, f(a) = b olan bire-bir ve örten f ve f -1 
fonksiyonları için, 

(f –1)′(y) = 
)(

1

xf ′
 veya (f –1)′(b) = 

)(

1

af ′
. 

 

Örnek. f:
� � �

, f(x) = x3 + 5 fonksiyonu verildiği-
ne göre (f –1)′(13) kaçtır? 
Çözüm: f(a) = b ise f –1(b) = a olduğunu biliyoruz. 

Diğer yandan (f –1)′(b) = 
)(

1

af ′
 formülünün kul-

lanılması için b = 13 verilmiş olup, (f –1)′(13) ün 
sorulduğunu anlıyoruz. O halde f(a) = a3 + 5 = 13 
olduğundan a = 2 olması gerekir ve bundan dolayı 

(f –1)′(13) = 
)2(

1

f ′
’dir. f ′(x) = 3x2 diye f ′(2) = 12, 

dolayısıyla (f –1)′(13) = 
12

1
 olur. 

 

Örnek. f :
� � �

, f(x) = x3 + 5 fonksiyonu verildi-
ğine göre (f –1)′(x) kaçtır? 

Çözüm 1: (f –1)′(y) = 
)(

1

xf ′
 olduğundan (f –1)′(y) 

= 
23

1

x
’dir. Şimdi bunu y cinsinden yazmak gere-

kecek. y = x3 + 5 olduğundan x = (y – 5)1/3 olur. 
Yerine yazarsak,  

(f –1)′(y) = 
3

2

)5(3

1

−y

 = 
2

3
1

( 5)
3

y
−

⋅ −  

buluruz ki, buna pek gözümüz alışık olmadığından 

düzenlersek, (f –1)′(x) =
2

3
1

( 5)
3
x

−

⋅ −  olduğu çıkar. 

 
Ters fonksiyonların türevlerinin kuralı, bize, bir 
fonksiyonun tersinin türevini bulmak için önce 
fonksiyonun tersinin kuralını bulup, daha sonra tü-
revinin almamıza hiç de gerek olmadığını söylü-
yor. Yapılması gereken iş, f –1 fonksiyonunun b 
için türevi sorulduğunda, f fonksiyonunda b’ye gi-
denin türevini bulup, çarpmaya göre tersini almak 
olmalıdır. Ama tabii ki beğenmeyen önce fonksi-
yonun tersini alır, sonra da türevini, keyfe kalmış 
bir şey. Örneğin, aşağıdaki örnekte öyle yaptım. 
 

Örnek. f :
� + 

�
(–4, ∞) olmak üzere  
y = f(x) = x2 – 4 

fonksiyonu veriliyor. (f –1)′(x) ve (f –1)′(5) değerle-
rini hesaplayınız. 

Çözüm: f –1(x) = 4+x  olduğundan (f –1)′(x) = 

42

1

+x
 olur. O halde (f –1)′(5) = 

6

1

452

1
=

+
. 

 
CEBİRSEL OLMAYAN 

FONKSİYON TÜREVLERİ 
 
Fonksiyonlar çoğu kez cebirsel ve cebirsel olma-
yan fonksiyonlar diye sınıflandırılır. Bu bölümde 
cebirsel olmayan; trigonometrik, logaritmik ve üs-
tel fonksiyonların türevlerini göreceğiz. Bundan 
önceki bölümde türevle ilgili görülen tüm tanım 
ve teoremler elbet bu bölüm için de geçerli ola-
caktır. 
 
Trigonometrik fonksiyon türevleri. Altı farklı 
trigonometrik oran olduğunu biliyoruz. Şimdi sı-
rasıyla bunların türevlerini almayı öğreneceğiz.  
sin ve cos fonksiyonlarının türevini tanım yardı-
mıyla yaptıktan sonra tan, cot, sec, csc fonksiyon-
larının kanıtlarını türev teoremleriyle yapacağız: 
 
Teorem. y = f(x) = sin x ise y′ = cos x. 

Çözüm: f ′(x) = 
0

( ) ( )
lim
h

f x h f x

h→

+ −
  

 = 
0

sin( ) sin
lim
h

x h x

h→

+ −
 

 = 
0

2.sin cos( )
2 2lim

h

h h
x

h→

⋅ +
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 = 
0

sin
2lim2 cos( )

2h

h
h

x
h→

⋅ ⋅ +  

 = 2⋅
2

1
⋅cos x  

 = cos x 
 
Teorem. y = f(x) = cos x ise y′ = –sin x. 

Çözüm: f ′(x) = 
0

( ) ( )
lim
h

f x h f x

h→

+ −
  

= 
0

cos( ) cos
lim
h

x h x

h→

+ −
 

= 
0

2 sin sin( )
2 2lim

h

h h
x

h→

− ⋅ ⋅ +
 

= 
0

sin
2lim 2 sin( )

2h

h
h

x
h→

 
 
− ⋅ ⋅ + 
 
 

 

= –2⋅
2

1
⋅sin x  

= –sin x 
 

Teorem. y = f(x) = tan x ise y′ = sec2 x. 

Kanıt: y′ = (tan x)′ = (
x

x

cos

sin
)′ olduğundan bölü-

mün türevi kuralından yardım istenirse, 

y′ = 
2

cos cos sin ( sin )

cos

x x x x

x

⋅ − ⋅ −
 

 = 
x2cos

1
 = sec2 x. 

 
 
Teorem. y = f(x) = cot x ise y′ = –csc2 x. 

Kanıt: y′ = (cot x)′ = (
x

x

sin

cos
)′ olduğundan yine 

bölümün türevi kuralından yardım istenirse, 

y′ = 
2

sin ( sin ) cos cos

sin

x x x x

x

⋅ − − ⋅
 

= 
x2sin

1−
  

= –csc2 x. 
 
Teorem. y = f(x) = sec x ise y′ = sec x⋅tan x. 

Kanıt: y′ = (sec x)′ = (
xcos

1
)′  

= (cos–1 x)′  
= (–1).cos–2 x.(–sin x)  

= 
sin

cos cos

x

x x⋅
  

= sec x⋅tan x 
 
 
Teorem. y = f(x) = csc x ise y′ = –csc x⋅cot x. 

Kanıt: y′ = (csc x)′ = (
xsin

1
)′  

= (sin–1 x)′  
= (–1)⋅sin–2 x⋅(cos x)  

= 
cos

sin sin

x

x x

−
⋅

  

= –csc x⋅cot x  
 
Zincir kuralına göre sin(g(x))’in türevi de  

y = sin(g(x)) ⇒ y′ = cos(g(x))⋅g′(x) 
olur.  
 
Benzer şekilde tanımdan veya türev kurallarından 
diğer trigonometrik oranların türev kurallarını da 
çıkarabilirsiniz.  
 
Bilmeniz gerekenleri aşağıda listeledik: 
 
u = g(x) olmak üzere; 
1. y = sin x ⇒ y′ = cos x 
            y = sin u ⇒ y′ = u′⋅cos u 
2. y = cos x ⇒ y′ = –sin x 
            y = cos u ⇒ y′ = –u′⋅sin u 
3. y = tan x ⇒ y′ = sec2 x 
            y = tan u ⇒ y′ = u′⋅sec2 u 
4. y = cot x ⇒ y′ = –csc2 x 
            y = cot u ⇒ y′ = –u′⋅csc2 u 
5. y = sec x ⇒ y′ = sec x⋅tan x 
            y = sec u ⇒ y′ = u′⋅sec u⋅tan u 
6. y = csc x ⇒ y′ = –csc x⋅cot x 
            y = csc u ⇒ y′ = –u′⋅csc u⋅cot u 
 
Hatırlatma. Yukardaki türev formüllerinde dikkat 
edilirse yazılımları c harfiyle başlayanların (cos, 
cot, csc) türevleri ‘’–‘’ ile başlamaktadır. 
 
Örnek. y = sin x3 ile belirli fonksiyon için y′ değe-
rini hesaplayınız. 
Çözüm: Soru sin u yapısında olduğundan, 

y′ = 3x2⋅cos x3 
 

Örnek. y = cos x  ile belirli fonksiyon için y′ de-
ğerini hesaplayınız. 
Çözüm: Soru cos u yapısında olduğundan, 
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y′ = 
x2

1
⋅(–sin x3) 

Örnek. y = sin (cos x) ile belirli fonksiyon için y′ 
değerini hesaplayınız. 
Çözüm: Soru sin u yapısında olduğundan, 

y′ = (–sin x)⋅cos(cos x) 
 
Örnek. y = sin3 x ile belirli fonksiyon için y′ değe-
rini hesaplayınız. 
Çözüm: Soru u3 yapısında olduğundan, 

y′ = 3⋅sin2 x⋅cos x 
 

Örnek. y = xcos  ile belirli fonksiyon için y′ de-
ğerini hesaplayınız. 

Çözüm: Soru u  yapısında olduğundan, 

y′ = (–sin x)⋅
xcos2

1
 

Örnek. y = 
7 3tan

1

x
 ile belirli fonksiyon için y′ 

değerini hesaplayınız. 

Çözüm: Soru 7

3−

u  yapısında olduğundan, 

y′ = 
10

7
3

(tan )
7

x
−−

⋅ ⋅sec2 x  

 
Aşağıdaki tabloyu doldurunuz. 

f(x) f ′′′′(x) 

x + sin x  

2⋅sin(3x + 5)  

cos2 x  

cos(x2 + x + 2)  

π + π.tan x  

tan (x2)  

3⋅cot x – 1  

cot x   

sin x – sec x  

sec (1/x)  

2⋅cos x + 3⋅csc x  

csc3 x  

 
Ters trigonometrik fonksiyonların türevleri. 
Trigonometrik fonksiyonların bire-bir ve örten ol-
dukları aralıklarda terslerinin olduğunu biliyoruz. 

Sözgelimi, sin: [ ,
2 2

−π π
] 

�
[–1, 1] fonksiyonunun 

tersi arcsin: [–1, 1] 
�

[ ,
2 2

−π π
] ve  

sin 30o = 
2

1
⇔ arcsin

2

1
 = 30o. 

 

Teorem. y = arcsin x ise y′ = 
21

1

x−
. 

Kanıt: y = arcsin x ise sin y = x olur. Her iki tara-
fın x’e göre türevini alırsak,  

y′⋅cos y = 1 olur ki y′ = 
ycos

1
 bulunur. 

sin y = x ise sağdaki şekilden cos 

y = 21 x− olduğu görülür. O 

halde y′ = 
ycos

1
= 

21

1

x−
 ol-

duğu kanıtlanmış olur. 
 
Zincir kuralına göre u = g(x) için y = arcsin u ise 

y′ = u′⋅
21

1

u−
 olduğunu da not edin.  

 
Şimdi de diğer ters trigonometrik fonksiyonların 
türevlerinin kurallarını verelim, onları da not edin. 
 
u = g(x) olmak üzere; 

7. y = arcsin x ⇒ y′ = 
21

1

x−
 

       y = arcsin u ⇒ y′ = u′⋅
21

1

u−
 

8. y = arccos x ⇒ y′ = 
21

1

x−

−
 

       y = arccos u ⇒ y′ = u′⋅
21

1

u−

−
 

9. y = arctan x ⇒ y′ = 
21

1

x+
 

       y = arctan u ⇒ y′ = u′.
21

1

u+
 

10. y = arccot x ⇒ y′ = 
21

1

x+

−
 

       y = arccot u ⇒ y′ = u′⋅
21

1

x+

−
 

Hatırlatma. Yukardaki türev formüllerinde dikkat 
edilirse yine yazılımları c harfiyle başlayanların 

y

x

1   x

1

2
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fonksiyonların terslerinin (arccos, arccot) türevleri 
‘’–‘’ ile başlamaktadır. 
 

Örnek. y = arcsin(x2 + x + 7) fonksiyonunun x’e 
göre türevini bulunuz. 
Çözüm: Soru arcsin u formatında olduğundan, 

y′ = (2x + 
x2

1
)⋅

22 )7(1

1

++− xx
. 

Örnek. y = arccos(cos x) fonksiyonunun x’e göre 
türevini bulunuz. 
Çözüm: Soru arccos u formatında olduğundan, 

y′ = (– sin x)⋅
x2cos1

1

−

−
= (– sin x)⋅

xsin

1−
 = 1. 

 

Örnek. y = xarctan  fonksiyonunun x’e göre tü-
revini bulunuz. 

Çözüm: Soru u  formatında olduğundan, 

y′ = 
21

1

x+
⋅

xarctan2

1
 

Örnek. y = sin (x2 + arccot x) fonksiyonunun x’e 
göre türevini bulunuz. 
Çözüm: Soru sin u formatında olduğundan, 

y′ = (2x – 
21

1

x+
)⋅cos (x2 + arccot x) 

 
Aşağıdaki tabloyu doldurunuz. 

f(x) f ′′′′(x) 

x⋅arcsin x  

arcsin(3x + 5)  

arccos2 x  

arccos(x2 + x + 2)  

π + π⋅arctan x  

arctan (x2)  

3⋅arccot x – 1  

arccot x   
 
 
Logaritmik fonksiyonların türevleri. y = ln x 

fonksiyonunun türevinin kuralı 
x

1
’dir.  

Kanıt: Yine türev tanımını kullanacağız. 

0

( ) ( )
lim
h

f x h f x

h→

+ −
 

0 0

log ( ) logln( ) ln
lim lim e e

h h

x h xx h x

h h→ →

+ −+ −
= =  

0 0

log log 1

lim lim
e e

h h

x h h

x x

h h→ →

+   +   
   = =  

Şimdi buradaki h/x ifadesine k diyelim. h → 0 ol-
duğundan k → 0 olur. Bir de t = 1/k için k → 0 di-
te t → ∞ olur. 

( )

0 0

1

0

0

log 1 log 1

lim lim

1
log 1

log 1
lim lim

1 1 1 1
lim log 1 log

x

h

e e

h h

t

ek
e

k t

t

e e
t

x h h

h x x

x x
h

h

k t

x x

e
x t x x

→ →

→ →∞

→

   ⋅ + +   
   = =
⋅

 + +  = =

  = ⋅ + = ⋅ =  
   

 

 
Başka tabandaki logaritmik fonksiyonların türev-
lerini de şöyle alacağız: 
ln x = loge x olduğunu biliyoruz. Taban buradaki 
gibi e değil de uygun bir a reel sayısı ise 

y = loga x = x
aa

x

a

x

e

e ln.
ln

1

ln

ln

log

log
==  

olur ki burada 
aln

1
 sabit bir sayı olduğundan, 

y = loga x 
1

ln
ln

x
a

= ⋅  ⇒ y′ = 
1 1

ln a x
⋅  

olur. Sonuç olarak logaritmik fonksiyonları türev 
kuralları için aşağıdaki listeyi oluşturabiliriz: 
 
u = g(x) olmak üzere; 

11. y = ln x ⇒ y′ = 
x

1
 

        y = ln u ⇒ y′ = u′⋅
u

1
 

12. y = loga x ⇒ y′ = 
1 1

ln a x
⋅  

        y = loga u ⇒ y′ = u′⋅
1 1

ln a u
⋅  

 
Tabii ki, üstteki eşitliklerin hepsi uygun koşullar 
altında, demek istediğim aslında y = ln |x| ⇒ y′ = 

x

1
 olmalıydı, siz onu öyle görün.☺ 

 
Örnek. y = ln 5 fonksiyonunun türevini bulunuz. 
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Çözüm: Soru ln x kalıbında zannedip de cevaba 

5

1
 demeyin sakın. ln 5 bir reel sayı olduğundan 

fonksiyon bir sabit fonksiyondur, onun için türevi 
sıfırdır. 
 
Örnek. y = ln(x3 + 8x – 1) ile tanımlı fonksiyonda 
y’nin x’e göre türevini bulunuz. 
Çözüm: Soru ln u kalıbında olduğundan, 

y′ = (2x + 8)⋅
18

1
3 −+ xx

 

 
Örnek. y = log5(2x

3 + 8⋅tan x – 1) ile tanımlı fonk-
siyonda y’nin x’e göre türevini bulunuz. 
Çözüm: Soru loga u kalıbında olduğundan, 

y′ = (6x2 + 8⋅sec2 x)⋅
5ln

1
⋅

3

1

2 8 tan 1x x+ ⋅ −
 

 
Örnek. y = sin(ln x) ile tanımlı fonksiyonda y’nin 
x’e göre türevini bulunuz. 
Çözüm: Soru sin u kalıbında olduğundan, 

y′ = 
x

1
⋅cos (ln x) 

 
Örnek. y = ln(3x2 + 5x + a) ile belirli eğrinin x = 
1 apsisli noktasındaki normali x ekseni ile 135o’lik 
açı yaptığına göre a kaçtır? 
Çözüm: Normal ile teğet birbirlerine dik oldu-
ğundan, normal x ekseniyle 135o’lik açı yapıyorsa 
teğet x ekseni 45o’lik açı yapar. O halde teğetin 
eğimi tan 45o = 1 olmalıdır. Anlayacağınız f ′(1) = 

1’miş. f ′(x) = y′ = (6x + 5).
axx ++ 53

1
2

 olduğun-

dan f ′(1) = 11⋅
a+8

1
= 1 olmalıdır, o halde a = 3. 

 
Aşağıdaki tabloyu doldurunuz. 

f(x) f ′′′′(x) 

x⋅ln x  

ln(3x + 5)  

ln x⋅log3 x  

log3(x
2 + 2x + 11)  

ln(sin x)  

ln(ln x)  

)(arctanlog 2 x   

 

Üstel fonksiyonların türevleri. y = f(x) = x3 fonk-
siyonunun türevi y′ = f ′(x) = 3x2’dir, ancak y = 
f(x) = 3x için y′ = f ′(x) = x⋅3x–1 değildir. Değişke-
nin üs olarak bulunduğu (y = 3x, y = 5x+7, y = xx, … 
gibi) fonksiyonlara genel anlamda üslü (veya üs-
tel) fonksiyonlar dendiğini biliyoruz. 
  
x’e bağlı üstel fonksiyonların türevlerini alırken 
genel olarak önce eşitliğin her iki yanının e taba-
nına göre logaritması (ln’i) alınır, daha sonra eşit-
liğin her iki yanının x’e göre türevi bulunur. 
 
y = ax’in türevi. Şimdi y = ax gibi üstel fonksiyon-
ların türevini almayı öğreneceğiz. Söylemeye ge-
rek var mı bilmiyorum, burada tabii ki a sayısı 
1’den farklı bir reel sayıdır. 
y = ax eşitliğinin her iki tarafının ln’ini alırsak, 

y = ax ⇒ ln y = ln ax = x⋅ln a 
çıkar. Şimdi de her iki tarafın x’e göre türevini 
alalım: 

ln y = x⋅ln a ⇒ y′⋅
y

1
 = ln a  

⇒ y′ = y⋅ln a  
⇒ y′ = ax⋅ln a 

 

y = ex’in türevi. Üstte a gördüğümüz yere e yaza-
cağız. y = ax ⇒ y′ = ax⋅ln a olduğunu kanıtlamış-
tık. O halde y = ex ⇒ y′ = ex⋅ln e = ex.  
Şimdi öğrendiğimiz bu bilgileri de eski listemize 
ekleyelim: 
 

a � � � �
{1} ve u = g(x) olmak üzere; 

13. y = ax ⇒ y′ = ax⋅ln a 
            y = au ⇒ y′ = u′⋅au⋅ln a 
14. y = ex ⇒ y′ = ex 
            y = eu ⇒ y′ = u′⋅eu 

 

Örnek. y = xx 73

5 +  ile belirli fonksiyonun x’e göre 
türevini bulunuz. 
Çözüm: Soru 5u kalıbında olduğundan,  

y′ = (3x2 + 7)⋅ xx 73

5 + ⋅ln 5 
 
Örnek. y = 3sin x ile belirli fonksiyonun x’e göre 
türevini bulunuz. 
Çözüm: Soru 3u kalıbında olduğundan,  

y′ = cos x⋅3sin x⋅ln3 
 

Örnek. y = xxe 53+  ile belirli fonksiyonun x’e göre 
türevini bulunuz. 
Çözüm: Soru eu kalıbında olduğundan,  
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y′ = (3x2 + 5)⋅ xxe 53+  
 
Örnek. y = e–x ile belirli fonksiyonun x’e göre tü-
revini bulunuz. 
Çözüm: Soru eu kalıbında olduğundan,  

y′ = (–1)⋅e–x = –e–x 
 

Örnek. y = )( xee  ile belirli fonksiyonun x’e göre 
türevini bulunuz. 
Çözüm: Soru eu kalıbında olduğundan,  

y′ = ex⋅ )( xee  = )( xexe +  
 
Örnek. ey+ ex = 2e eğrisinin (1, 1) noktasındaki 
teğetinin denklemini bulunuz. 
Çözüm: Eşitliğin her iki yanının x’e göre türevini 
alırsak; 

e
y+ ex = 2e ⇒ y′⋅ey + ex = 0 ⇒ y′ = 

y

x

e

e
−  

Bunun için (1, 1) noktasındaki teğet eğimi için  

mT = 1

1

e

e
−  = –1 

olup, teğetin denklemi de  
y – 1 = (–1)⋅(x – 1) yani x + y = 2 

bulunur. 
Örnek. y = ax ise y′ = ax⋅ln a olduğunu kanıtlayı-
nız. 

Çözüm: y′ = (ax)′ = (
xae ln )′ olur ki soru eu forma-

tına döner. 

y′ = (ln a)⋅
xae ln  = ax⋅ln a 

 
Aşağıdaki tabloyu doldurunuz. 

y = f(x) y′′′′ = f ′′′′(x) 

x
4⋅4x  

43x+5 + 3x–1  

xx

e x

−2
  

xe tan   

5⋅arctan 2x  

2

12

+

−
x

x

e

e
  

x
3⋅e–5x+9  

x⋅ex  

sin2 e2x  

 
Logaritma yardımıyla türev alma. u = h(x), v = 
g(x) olmak üzere  

y = uv veya y = f1(x)⋅f2(x)⋅ f3(x)⋅…⋅fn(x) 
gibi ifadelerin x’e göre türevleri alınırken logarit-
madan yararlanırız. Yapılacak iş, önce eşitliğin 
her iki yanının uygun logaritmasını alıp daha son-
ra türevi bulmaktır. Aşağıdaki örnekleri inceleyi-
niz. 
 
Örnek. y = xx ise y′ değerini bulunuz. 
Çözüm: Eşitliğin her iki yanının e tabanına göre 
logaritmasını (yani ln’ini) alalım. 

y = xx ⇒ ln y = ln xx = x⋅ln x 
Şimdi her iki tarafın x’e göre türevini alalım8. 

y′⋅
y

1
 = 1⋅ln x + 

x

1
⋅x 

y′ = y⋅(ln x + 1) 
y′ = xx⋅(ln x + 1) 

 
Örnek. y = (sin x)tan x ise y′ değerini bulunuz. 
Çözüm: Aynı işlemleri tekrarlıyoruz. 

y = (sin x)tan x ⇒ ln y = tan x⋅ln (sin x) 
Şimdi her iki tarafın x’e göre türevini alalım: 

y′⋅
y

1
 = sec2 x⋅ln (sin x) + 

xsin

1
⋅cos x⋅tan x 

y′ = y⋅(sec2 x⋅ln(sin x) + 
xsin

1
⋅cos x⋅

x

x

cos

sin
) 

y′ = (sin x)tan x⋅(sec2 x⋅ln(sin x) + 1) 
 
Örnek. y = x5 ile belirli y fonksiyonunun logarit-
madan yararlanarak türevini bulunuz. 
Çözüm: y = x5 ⇒ ln y = ln x5 ⇒ ln y = 5⋅ln x 
Şimdi her iki tarafın x’e göre türevini alalım:  

y′⋅
y

1
 = 5⋅

x

1
 ⇒ y′ = 

55 5y x

x x

⋅ ⋅
= = 5⋅x4 

 
Örnek. y = x⋅(1 + x4)3⋅(1 + x2)4 ile belirli y fonksi-
yonunun logaritmadan yararlanarak türevini bu-

lunuz. 
Çözüm: Yine her iki yanın ln’ini alalım: 

                                                 
8 ln x + 1 ile ln (x + 1) değerlerini karıştırmayın! 
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ln y = ln [x⋅(1 + x4)3⋅(1 + x2)4] 
= ln x + ln (1 + x4)3 + ln (1 + x2)4 
= ln x + 3⋅ln (1 + x4) + 4⋅ln (1 + x2) 

Şimdi de her iki yanın x’e göre türevini alalım: 

y′⋅
y

1
 = 
x

1
 + 3⋅

41

1

x+
⋅4x3 + 4⋅

21

1

x+
⋅2x 

eşitliği düzenlenir ve y yerine değeri yazılırsa; 

y′ = x⋅(1 + x4)3⋅(1 + x2)4⋅(
x

1
 + 

3

4

12

1

x

x

⋅
+

 + 
21

8

x

x

+
) 

 
Örnek. xy = yx denklemi ile belirli kapalı fonksi-
yonun x’e göre türevini bulunuz. 
Çözüm: Her iki tarafın ln’ini alalım: 
x
y = yx ⇒ ln xy = ln yx ⇒ y⋅ln x = x⋅ln y 
Şimdi de her iki yanın x’e göre türevini alalım: 

y′⋅ln x + 
x

1
⋅y = ln y + y′⋅

y

1
⋅x 

eşitliğinden y′ çekilirse;  

y′ = 
( ln )

( ln )

y y x y

x x y x

⋅ − ⋅
⋅ − ⋅

 

bulunur9. 
 
Aşağıdaki tabloyu logaritma yardımıyla türev ala-
rak doldurunuz. 
 

f(x) f ′′′′(x) 

x
2x  

(cos x)cot x  

(x – 1)x + x3  

x
5.(1 – 2x3)6  

 
 
Türevin limite uygulanışı (L’Hospital kuralı). 

)(

)(
lim

xg

xf
ax→  ifadesinde 

0

0
 veya 

∞
∞
 belirsizliği 

varsa, bu limit yerine f(x) ile g(x) türevlenebilir ve 

g′(x) �
 0 olmak üzere, 

)(

)(
lim

xg

xf
ax ′

′
→  alınabilir. 

 
Bir başka ifadeyle, 

)(

)(
lim

xg

xf
ax→  = 

)(

)(
lim

xg

xf
ax ′

′
→ . 

Bu kurala L’Hospital Kuralı denir. 
  

                                                 
9 Fonksiyon kapalı olduğundan bu sefer y’yi x cinsinden çe-
kip yerine yazamadığımıza dikkat edin. 

Eğer 
)(

)(
lim

xg

xf
ax ′

′
→   ifadesi hala 

0

0
 veya 

∞
∞
 belir-

sizliği şeklindeyse, L’Hospital Kuralı bir kez daha 
uygulanabilir, hatta bu işleme belirsizlik hali gide-
rilinceye değin devam edilebilir. 
 

Örnek. 
2

52

6
lim

32x

x x

x→

+ −
−

 kaçtır? 

Çözüm: 
0

0
 belirsizliğini fark etmişsinizdir. 

2

52

6
lim

32x

x x

x→

+ −
−

 = 
2

52

( 6)
lim

( 32)x

x x

x→

′+ −
′−
 

= 
42

2 1
lim

5x

x

x→

+
 = 

16

1
. 

 

Örnek. 
1

1
lim

3

4

1
−

−
→

x

x
x  kaçtır? 

Çözüm: Yine 
0

0
 belirsizliği var. 

1

1
lim

3

4

1
−

−
→

x

x
x  = 

4

1 3

( 1)
lim

( 1)
x

x

x
→

′−

′−
 

= 
3

2

4

3

1

.
3

1

.
4

1

lim
−

−

→

x

x

x  = 
4

3
. 

 

Örnek. 
ππ −
−

→ x

x

x 4

1tan
lim

4

 kaçtır? 

Çözüm: Yine 
0

0
 belirsizliği var. 

ππ −
−

→ x

x

x 4

1tan
lim

4

 = 
)4(

)1(tan
lim

4
′−

′−
→ ππ

x

x

x
 

 = 
2

1

4

tan1
lim

2

4

=
+

→

x

x
π . 

 
 

Örnek. 
x

x
x

ln
lim +∞→  kaçtır? 

Çözüm: Bu sefer 
∞
∞
 belirsizliği var. 

x

x
x

ln
lim +∞→  = 

)(

)(ln
lim

x

x
x ′

′
+∞→  = 

1

1

lim x
x +∞→  = 0. 
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Örnek. 
2

1
lim

x

e x

x

−
+∞→  kaçtır? 

Çözüm: Yine 
∞
∞
 belirsizliği var. 

2

1
lim

x

e x

x

−
+∞→  = 

)(

)1(
lim

2 ′

′−
+∞→

x

e x

x  = 
x

e x

x
2

lim +∞→  

olur, dikkat edilirse hala 
∞
∞
 belirsizliği var,  

x

e x

x
2

lim +∞→  = 
)2(

)(
lim

′
′

+∞→
x

e x

x  = 
2

lim
x

x

e
+∞→ = +∞. 

 
 
Aşağıdaki eşitlikleri doğrulayınız. 
 

Soru Yanıt 

842

43
lim

23

24

2 −−+

+−
→

xxx

xx
x  

4

5
 

15

152
lim

2

2

3 −+

−+
→

xx

xx
x  

11

8
 

1

262
lim

3

1 −
−+

→
x

x
x  

6

1
 

42

2
lim

3

8
−

−
→

x

x
x  

3

1
 

x

x
x

4sin

3sin
lim 0→  

4

3
 

2

1cos21
lim

2
ππ

−

−+
→

x

x

x
 

–1 

4 7 ln
lim

3 lnx

x x

x x
→+∞

+ ⋅
+ ⋅

 4 

33

3
lim

ee

x
xx −

−
→  

3

1

e
 

xxx
ee

x
550

sin
lim

−→ −
 

10

1
 

xxx

x

48

2
lim 0 −→  

2ln

2
 

 
 



Çıkmış ÖYS soruları. 
 
1. 

 
5x9x6

2x6x4
y

2

2

+−

+−
=  fonksiyonun türevi aşağıdaki-

lerden hangisidir? 
 

A) 
22

2

)5x9x6(

12x16x72
y

+−

−+−
=′     

B) 
22 )5x9x6(

12x16
y

+−

−
=′      

C) 
22

2

)5x9x6(

18x16x72
y

+−

−+
=′       

D) 
22 )5x9x6(

12x16
y

+−

−−
=′  

E) 
22

2

)5x9x6(

12x8x72
y

+−

−+−
=′  

1968 ÜSS 
 
 
 

2.  
y = cot x fonksiyonunun türevi aşağıdaki ifadeler-
den hangisidir? 
 

     A) xtgy =′     B) xtgy −=′     C) 
xsin

1
y

2
−=′       

D) 
xsin

1
y

2
=′    E) 

xcos

1
y

2
=′  

1969 ÜSS 
 
 

3.  

f(x) = |3x – 2| fonksiyonunun 
3

2
x0 =  apsisli nok-

tasında, türevinin değerini, varsa bulunuz? 
 
A) 3    B) –3    C) 0     D) 1     E) Türevi yoktur 

1971 ÜSS 
 
 

4.   
f : x 

�
 f(x) = |sin x| fonksiyonunun x = 0 için türe-

vi aşağıdakilerden hangisidir? 
 
A) 1     B) –1       C) 0        D) ±1  
E) x = 0 için türev yoktur 

1973 ÜSS 
 

5.  
f(x) = ln (x2 – 2x + 7) fonksiyonunun türevi hangi-
sidir? 
 

A) 2x – 2          B) )7x2x(
2

1 2 +−      C) 
2x2

2

−
   

D) 
7x2x

2
2 +−

   E) 
7x2x

2x2
2 +−

−  

1974 ÜSS 
 

6.  








 π
= xcos

2
tg)x(f  ise )

3
(f
π

′ ’ün değeri ne olur? 

A) 3π−        B) 
2

3
π−        C) 

2

3
π   

D) 3π          E) 32π  
1974 ÜSS 

 

7.  







−=

+=

t3ty

t3tx

3

3

 olursa, t = 1 için 
2

2

dx

yd  nin değeri ne 

olur? 

A) –1     B) 0     C) 
6

1     D) 1     E) 6 

1975 ÜSS 
 

8.  
a, b, c reel sayıları arasında a < b < c şeklinde 

olup, f : 
� � �

; f : x 
�
 [(x – a)(x – b)(x – c)]  

fonksiyonunun x değişkenine göre türevi f '(x) dir. 
Aşağıdaki önermelerden hangisi yanlıştır? 
 
A) f '(a) > 0          B) f ''(a) < 0        C) f '(c) > 0 
D) f ''(c) < 0          E) f '(b) < 0 

1976 ÜSS 
 

9.  

f (x) = cos x fonksiyonu 






 π
2
,0  aralığı veriliyor. 

2

)0(f)
2
(f

)u(f
π

−
π

=′  şartını sağlayan u sayısı aşağı-

dakilerden hangisidir? 
 

A) 
2

arccos
π
    B) 

2
arccos

π
−    C) 

π
2

arccos  

D) 
π
2

arcsin     E) 
π

−
2

arcsin  

1977 ÜSS 
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10.  
f (x) = |x3 – 8| - x2 olduğuna göre f "(–1)’in değeri 
nedir? 
 
      A) –8     B) –4     C) –2       D) 2      E) 4 

1978 ÜSS 
 

11.  
0 < a < b ve ∀x∈[a, b] için f ′(x) > 0 olduğuna gö-
re ∀x∈(a, b) için aşağıdakilerden hangisi doğru-
dur? 
 
A) f(x) = f(b)     B) f(x) > f(b)     C) f(x) < 0 
D) f(x) > 0        E) f(x) > f(a) 

1986 ÖYS 
 

12.  
f(x): 

� � �
, f(x) = |2 – x| + 2 olduğuna göre, f(1) + 

f ′(3)’ün değeri nedir? 
 
A) 2     B) 3      C) 4     D) 5    E) 6 

1988 ÖYS 
 

13.  

y = f(x) fonksiyonu 1
y

1

x

1
=+  olarak tanımlı oldu-

ğuna göre f ′(2) değeri kaçtır? 
 

A) 
2

3
−     B) –1     C) 

3

2
−      D) 

3

2      E) 
2

3  

1989 ÖYS 
 

14.  

 )ex(
dx

d
e x3

2

2
x−  in kısaltılmışı aşağıdakilerden 

hangisidir? 
 
A) x3 + 3x2 + 3x      B)  x3 + 3x2 + 6x 
C) x3 + 3x2 + 9x      D)  x3 + 6x2 + 6x 
E) x3 + 9x2 + 3x       

1990 ÖYS 
 

15.  
f(x) = (x – 1)2.(2x – t) 
   f ″(0) = 0 
olduğuna göre, t kaçtır? 
 
A) 4     B) 2     C) 0     D) –2     E) –4 

1991 ÖYS 
 

16. 

))x(cosn(
dx

d
�  aşağıdakilerden hangisidir? 

  
A) –tan x             B) –sec x         C) –cot x      

D) 
xsin

1
−           E) 

xcos

1
 

1992 ÖYS 
 

17.   

)x3(sin
dx

d 2

2

2

 aşağıdakilerden hangisidir? 

 
A) 18.sin 6x                    B) 18.cos 6x 
C) 6.(sin 3x + cos 3x)     D) 6.(sin 3x – cos 3x) 
E) 6.cos2 3x 

1992 ÖYS 
 
 

18.  
f(3x – 5) = 2x5 + x – 1 ise f '(l) + f(1) kaçtır? 
 
A) 10     B) 12     C) 14      D) 16      E) 18 

1993 ÖYS 
 
 

19.  
f(x) = ln (3x – 1) ise f -1(0) + (f -1)′(0) kaçtır? 
 
A) –2      B) –1       C) 0       D) 1      E) 2 

1994 ÖYS 
 
 

20. 

 )3(n)x(f x5cos
�=  olduğuna göre, 







 π′
10

3
f  kaçtır? 

 
A) 3n2 �  B) 3n5 �  C) 5n�  D) 5n2�   E) 15n�  

1995 ÖYS 
 
 

21.   
           x = 6.sin 3t 
 y = 6.cos2 3t 
denklemi ile verilen y = f(x) fonksiyonun x = 3 ap-
sisli noktadaki türevinin değeri kaçtır? 
 

A) -1     B) 
2

1
−       C) 0      D) 

2

1       E) 
2

3  

1995 ÖYS 
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22.  
f(x) = etan x olduğuna göre, 

4
x

4
f)x(f

lim
4x π

−








 π
−

π→
 

değeri aşağıdakilerden hangisidir? 
 

A) 2

3

e
−

−      B) 1e
3

1 −    C)–e-1     D) 2e   E) 3e2 

1996 ÖYS 
 

 23.  

2
y0

π
<<  olmak üzere, 

1x

x
arcsiny

2 +
=  fonksi-

yonun x = 1 noktasındaki türevinin değeri kaçtır? 
(arcsin θ = sin-1 θ)  
 

A) –1   B) 
2

1
−     C) 0    D) 

2

1    E) 1 

 1998 ÖYS 
 

CEVAP ANAHTARI 

1 B 2 C 3 E 4 E 5 E 

6 B 7 C 8 D 9 D 10 E 

11 C 12 C 13 B 14 D 15 E 

16 A 17 B 18 B 19 D 20 B 

21 A 22 D 23 C 24  25  

 


